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KLIENT CAD CAE CAM 

Dane 2D/3D 
Rysunki 2D 
Narzucone metody 
kontroli jakości 
Specyfikacja 
warunków odbioru 

Rysunki (goemetria 
numeryczna 3D) 
Obliczenia 
technologiczne 
Obliczenia ciężaru 
Definicje parametrów 
użytkowych 

Symulacja procesów: 
Wypełniania 
Krzepnięcia 
Powstawania naprężeo 
Obróbki cieplnej 
Obliczenia symulacyjne 
wytrzymałościowe 
 

Wykonanie modeli 
Kontrola wymiarowa i 
skanowanie 
Obróbka mechaniczna 
Spawanie 
Obróbka wykaoczająca 

I – interface’y geometrii CAD 



Matematyczny opis krzepnięcia i stygnięcia 
odlewu 

Równanie Fouriera – Kirchhoffa: 

pc - ciepło właściwe; 

 - gęstośd;  

 - współczynnik przewodzenia ciepła; 

L - utajone ciepło krystalizacji;  
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Prawo Fouriera 

q(X, Y, Z, t) = -λ gradT(X, Y, Z, t) 

  Vp qgradTdiv
T

c 





t


3
,
m

W

t


 s

V

f
Lq



Model makro 
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Model mikro – ciepło krystalizacji zależy od szybkości 
zarodkowania i szybkości wzrostu fazy stałej 
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Model mikro – ciepło krystalizacji zależy od szybkości 
zarodkowania i szybkości wzrostu fazy stałej 
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Model mikro – ciepło krystalizacji zależy od szybkości 
zarodkowania i szybkości wzrostu fazy stałej 
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Warunki jednoznaczności  

1. Warunki geometryczne.  
2. Warunki fizyczne. 
3. Warunki początkowe.  
4. Warunki brzegowe. 

a) warunek brzegowy I rodzaju, 

b) warunek brzegowy II rodzaju, 

c) warunek brzegowy III rodzaju, 

d) warunek brzegowy IV rodzaju. 
 

T(X,t)=TI(X,t) 

   tXqtXT n ,,grad  
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MES  MRS  

2D  

3D  

Metody dyskretyzacji obszaru   



Pochodna względem czasu  
– schemat Eulera 
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Wzór Taylora: 

Jawny schemat Eulera  
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Pochodna przestrzenna 
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Metoda Różnic Skooczonych (Finite Difference Method) 



Pochodna przestrzenna – siatka różnicowa 
Metal 

Forma 
Warunek brzegowy 

Warunek brzegowy 
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Pochodna przestrzenna – siatka różnicowa 
Metal 

Forma 
Warunek brzegowy 

Warunek brzegowy 
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Pochodna przestrzenna – siatka różnicowa 
Metal 

Forma 
Warunek brzegowy 

Warunek brzegowy 
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Znaleźd przybliżone rozwiązanie równania d2T/dx2+100=0 z 
warunkami: T(0)=0 oraz T(L)=0, metodą różnic skooczonych dla 
płyty. 

h 

0 1 2 3 4 

L=1 

Zadanie 

T0=0 
T0-2T1+T2=-6,25 
T1-2T2+T3=-6,25 
T2-2T3+T4=-6,25 

T4=0 

(T0-2T1+T2)/h2+100=0 

T0=T4=0, T1=T3=9,375, T2=12,5 



Pochodna przestrzenna  
Którą metodę wybrad ? 

     Oprócz przywołanych MRS i MES istnieje jeszcze kilka metod przybliżania pochodnej 
przestrzennej.  Odpowiedź na postawione w temacie pytanie jest zatem bardzo trudna. 

MRS MES 

Zalety Wady Zalety Wady 

- prosty algorytm 
- siatkę można 
wygenerowad 
bardzo szybko 

- wiele wad można 
usunąd po prostu 

przez zagęszczenie 
siatki 

-stosunkowo niska 
dokładnośd 

obliczeo 
- kubiczna siatka 

słabo odwzorowuje 
owalne kształty 

- zagęszczanie siatki 
powoduje znaczne 
wydłużenie czasu 

obliczeo 
 

-dowolne elementy 
pozwalają 
dokładnie 

odwzorowad owale 
- duża dokładnośd 

obliczeo 
- obliczenia trwają 
krócej, ze względu 
na mniejszą ilośd 
elementów siatki 

-bardzo 
skomplikowany 

algorytm 
- ciężko jest 

dopasowad siatkę – 
automatyczne 

generatory 
wymagają poprawy 
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Reprezentacja wirtualnych brył przy 
pomocy trójkątów 



Reprezentacja wirtualnych brył przy 
pomocy trójkątów 



Różne sposoby reprezentacji tego samego 
obiektu 

a) 12 trójkątów a) 48 trójkątów 



Różne sposoby reprezentacji tego samego 
obiektu c.d. 



Plik *.STL 

Format STL (“StereoLithography”) to jeden z najpopularniejszych 
formatów plików służących do przechowywania wirtualnych brył 3D. 
 
W pliku przechowywane są współrzędne wierzchołków poszczególnych 
trójkątów stanowiących elementy budulcowe bryły. 
 
Pliki STL występują w dwóch odmianach: 
 
• tekstowej  
• binarnej 



Budowa tekstowego pliku *.STL 



Budowa binarnego pliku *.STL 



Definiowanie wierzchołków trójkątów 

Kolejnośd wierzchołków Zasada Vertex-to-vertex 



Wektor normalny 

Wektor normalny – jednostkowy wektor prostopadły do powierzchni trójkąta 
     skierowany od środka bryły na zewnątrz 

Sposób obliczenia oświetlenia dla wirtualnych 
obiektów 3D 



Wektor normalny 

Wektor normalny – jednostkowy wektor prostopadły do powierzchni trójkąta 
     skierowany od środka bryły na zewnątrz 

Sposób obliczenia oświetlenia dla wirtualnych 
obiektów 3D 



Wygładzanie (Smooth Shading) 

a) Rzeczywista siatka bryły b) Siatka „sztucznie” wygładzona 



Wygładzanie (Smooth Shading) 

a) Rzeczywista siatka bryły b) Siatka „sztucznie” wygładzona 

Obliczenie uśrednionego wektora normalnego dla 
każdego z wierzchołków bryły 












































