Interpolacja — teoria

Zadanie interpolacji polega na okre$leniu parametréw a; tak, zeby dla n+1 danych par
(xi,yi) (i=0,1,2,...,n) liczb rzeczywistych, badz zespolonych takich, ze Xi # Xk dla i #k
zachodzito:

d(xi, ao, a1,..., an) = Vi, dla kazdego i =0, 1, ..., n, (1)

gdzie: ®(x;, ao, ai,..., an) 0znacza funkcj¢ zmiennej X zalezng od (n+1) parametréw ao, as,...,
an

Punkty xi nazywamy weztami interpolacji,
Yi sg warto$ciami interpolowanej funkcji w weztach Xi,

S ={Xo, X1, ..., Xn, Xi#xc dlai #k } (2)
nazywamy siatka.

W zalezno$ci od charakteru funkcji @ rozrézniamy roézne typy interpolacji, np.: interpolacje
wielomianowa, czy trygonometryczna.

Wzdr interpolacyjny Lagrange’a:

Wzor ten otrzymujemy rozwigzujac zadanie interpolacji wielomianowej postawione przez
Lagrange’a, ktore polega na znalezieniu dla danej funkcji f wielomianu L, stopnia nie
wyzszego niz N, ktorego wartosci w n+1 punktach Xi sg takie same, jak wartos$ci
interpolowanej funkcji, tzn.

La(xi)) =f(xi) dlai=0, 1, 2,..., n, gdzie xi Zxj dla i #]. (3)

Dowodzi si¢ twierdzenia, ktore brzmi:
Zadanie interpolacyjne Lagrange’a ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Dowdd polega na wskazaniu postaci tego jedynego wielomianu interpolacyjnego oraz
wykazaniu, ze jest on jedyny. W tym celu konstruuje si¢ funkcje pomocnicze:

n X=X;

Ii(x):l:!x_ vy

J#i

,1=01,..,n. (4)

W weztach interpolacyjnych funkcje te przyjmuja wartosci z dwuelementowego zbioru

{0, 1}:

1 gdyi=j,
Ii(xj):é‘ij ={O gdy i #j. )

dij— jest symbolem Kronecker’a.



Przy wykorzystaniu tych funkcji pomocniczych wielomian interpolacyjny Lagrange’a moze
zosta¢ opisany wzorem:

L ()= ()= F [ T ©)

i~0 i-0 j=0 Xj —X;
J#

Dodatkowo wielomian (6) jest jedynym wielomianem, ktory spetnia zatozenia zadania
interpolacyjnego.

Wz0or interpolacyjny Newtona:

Wzor interpolacyjny Newtona wymaga okreslenia wspotczynnikow wielomianu
interpolacyjnego w bazie wielomianow Newtona. Mozna tego dokona¢ dzigki zastosowaniu
prostego algorytmu bazujacego na ilorazach réznicowych.

Ilorazem roznicowym rzedu k funkcji f opartym na parami réznych weztach X, X+, ..., Xi+k,
w ktorych znane sg wartosci funkcji f nazywa si¢ wyrazenie postaci:

i=l
J#i
iloraz r6znicowy rzgdu zerowego oparty na wezle x| nazywamy :
[Xl;f]:f(xl)' (8)

Twierdzenie dotyczace mozliwo$ci rekurencyjnego okreslania ilorazéw réznicowych:

Dla dowolnego uktadu parami roznych punktow Xi, Xi+1,..., Xi+, ktore naleza do dziedziny
funkcji f mozna dowies¢, ze zachodzi nastgpujaca zalezno$¢ rekurencyjna:

[XI’XI+1""XI+k; f]: [XI+1’XI+27"'XI+k; f]_[x|1x|+1’--~x|+k—1; f]_ (9)
X =%

Definicja wielomianu interpolacyjnego Newtona:

Niech S oznacza siatkg okreslong jak w (2). Wielomianem interpolacyjnym Newtona dla
funkcji f na siatce S nazywamy wielomian:

Nn(X)z f(XO)+[X0,Xl; f] (X_Xo)+[X0'X1!X2; f] (X—XO)(X—Xl)

o X X Xs T (= %0 X = %) (X=X, ). (10)

Znajomos$¢ metody rekurencyjnego okreslania ilorazow réznicowych, ktore wystepuja
W interpolacyjnym wielomianie Newtona pozwala na konstrukcje prostego algorytmu, ktory



pozwala na znalezienie wspotczynnikow tego wielomianu. Algorytm mozna okresli¢
w formie gotowej do przygotowania programu komputerowego, a takze w formie
tabelarycznej pozwalajacej na przeprowadzenie serii obliczen recznych.
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